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Аннотация. Рассматривается класс систем нелинейных интегродифференциаль-
ных уравнений. Исследуется экспоненциальная устойчивость нулевого решения.
Установлены условия устойчивости, получены оценки множеств притяжения и оцен-
ки, характеризующие скорости убывания решений на бесконечности. При проведе-
нии исследований используется функционал Ляпунова — Красовского специального
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Введение

В работе рассматриваются системы интегродифференциальных уравнений

следующего вида:

d

dt
y(t) = Ay(t) +

m∑

j=1


Bjy(t− τj) +

t∫

t−τj

Dj(t− s)y(s) ds




+ F (t, y(t), y(t− τ1), . . . , y(t− τm)), t > 0, (0.1)

где A, Bj — постоянные матрицы размера n×n, Dj(s) — матрицы размера n×n
с непрерывными вещественнозначными элементами, s ∈ [0, τj ], j = 1, . . . ,m,

0 < τ1 < · · · < τm, F (t, u) = F (t, u0, u1, . . . , um) — вещественнозначная непре-

рывная вектор-функция, определяющая нелинейные слагаемые в системе (0.1),

удовлетворяет локальному условию Липшица по u0 и F (t, 0) ≡ 0. В литера-

туре системы вида (0.1) называют системами с двумя видами запаздывания:

сосредоточенное и распределенное. Запаздывания определяются параметрами

τ1, . . . , τm.

Работа выполнена в рамках государственного задания Института математики им. С. Л. Со-
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В настоящее время существует большое количество работ, посвященных

изучению устойчивости решений дифференциальных уравнений с запаздывани-

ем (например, см. книги [1–11] и имеющуюся в них библиографию). Одним из

методов, который активно используется при исследовании устойчивости, явля-

ется метод функционалов Ляпунова — Красовского. Однако не каждый функ-

ционал Ляпунова — Красовского позволяет получать оценки, характеризующие

скорость убывания решений на бесконечности. В последние годы исследования

в этом направлении активно развиваются. Большая часть работ посвящена ли-

нейным уравнениям. Исследования нелинейных систем сопряжены с существен-

ными трудностями. В работах Г. В. Демиденко и И. И. Матвеевой были пред-

ложены различные функционалы Ляпунова — Красовского, которые позволили

провести исследования устойчивости решений некоторых классов нелинейных

систем с запаздыванием, в том числе неавтономных (например, см. [12–17]).

В этой работе мы рассматриваем класс систем нелинейных уравнений с

несколькими запаздываниями двух видов (сосредоточенное и распределенное),

причем этот класс включает системы с нелинейными слагаемыми по всем функ-

циям y(t), y(t− τj), j = 1, . . . ,m. При проведении исследований будем исполь-

зовать функционал Ляпунова — Красовского

V (t, y) = 〈Hy(t), y(t)〉+
m∑

j=1

t∫

t−τj

〈Kj(t− s)y(s), y(s)〉 ds, (0.2)

который является обобщением функционала, введенного в [12] для систем с од-

ним запаздыванием. Модификации функционала (0.2) были использованы для

исследования устойчивости решений систем нейтрального типа с несколькими

сосредоточенными запаздываниями в работах [18, 19].

В § 1 указаны условия экспоненциальной устойчивости линейных систем

(F (t, u) ≡ 0), в § 2 исследована устойчивость нелинейных систем вида (0.1).

§ 1. Линейные системы

В этом параграфе рассматриваются линейные системы с запаздываниями

следующего вида:

d

dt
y(t) = Ay(t) +

m∑

j=1


Bjy(t− τj) +

t∫

t−τj

Dj(t− s)y(s) ds


 , (1.1)

где A, Bj — постоянные матрицы размера n × n, Dj(s) — матрицы размера

n × n с непрерывными элементами, s ∈ [0, τj ], j = 1, . . . ,m, 0 < τ1 < τ2 <

· · · < τm — запаздывания. Мы укажем условие экспоненциальной устойчивости

нулевого решения и оценку на скорость убывания решений системы (1.1) на

бесконечности.
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Для формулировки утверждений введем некоторые обозначения. Пусть

матрицы H и Kj(s) размера n× n такие, что

H = H∗ > 0, Kj(s) ∈ C1([0, τj ]),

Kj(s) = Kj(s)
∗ ≥ 0,

d

ds
Kj(s) ≤ 0, j = 1, . . . ,m.

(1.2)

Определим матрицы

Qj(s) =




Qj
11(s) Qj

12(s) Qj
13(s)

(Qj
12(s))

∗ Qj
22(s) Qj

23(s)

(Qj
13(s))

∗ (Qj
23(s))

∗ Qj
33(s)


 , j = 1, . . . ,m, (1.3)

с элементами

Qj
11(s) = −(ξj(HA+A∗H) +Kj(0)), где

m∑

j=1

ξj = 1, ξj > 0,

Qj
12(s) = −HBj , Qj

13(s) = −τjHDj(s),

Qj
22(s) = Kj(τj), Qj

23(s) = 0, Qj
33(s) = −τj

d

ds
Kj(s).

Рассмотрим начальную задачу для линейной системы (1.1)

d

dt
y(t) = Ay(t) +

m∑

j=1


Bjy(t− τj) +

t∫

t−τj

Dj(t− s)y(s) ds


 , t > 0,

y(t) = ϕ(t), t ∈ [−τm, 0], y(+0) = ϕ(0),

(1.4)

где ϕ(t) ∈ C([−τm, 0]) — заданная вещественнозначная вектор-функция.

Имеет место следующий результат.

Теорема 1.1. Пусть существуют матрицы H и Kj(s), удовлетворяющие

условиям (1.2) и такие, что выполнены неравенства

〈
Qj(s)



u
v
w


 ,



u
v
w



〉
≥ pj 〈Hu, u〉+ rjτj〈Kj(s)w,w〉, (1.5)

u, v, w ∈ Rn, s ∈ [0, τj ],

где pj , rj > 0, j = 1, . . . ,m. Тогда нулевое решение линейной системы (1.1)

экспоненциально устойчиво и для решения y(t) задачи (1.4) имеет место оценка

‖y(t)‖ ≤
√
V (0, ϕ)

h
e−

γt
2 , (1.6)

где

V (0, ϕ) = 〈Hϕ(0), ϕ(0)〉+
m∑

j=1

0∫

−τj

〈Kj(−s)ϕ(s), ϕ(s)〉 ds, (1.7)
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γ = min





m∑

j=1

pj , r1, . . . , rm



 > 0, (1.8)

h — минимальное собственное значение матрицы H .

Доказательство. Пусть y(t) — решение задачи (1.4). Рассмотрим функ-

ционал Ляпунова — Красовского (0.2) на y(t)

V (t, y(t)) = 〈Hy(t), y(t)〉+
m∑

j=1

t∫

t−τj

〈Kj(t− s)y(s), y(s)〉 ds.

Дифференцируя функционал V (t, y(t)) по t и учитывая, что y(t) — решение

задачи (1.4), получаем

d

dt
V (t, y(t)) =

〈
HA+A∗H +

m∑

j=1

Kj(0)


 y(t), y(t)

〉

+

〈
m∑

j=1

HBjy(t− τj), y(t)
〉

+

〈
Hy(t),

m∑

j=1

Bjy(t− τj)
〉

+

〈
m∑

j=1

t∫

t−τj

HDj(t− s)y(s) ds, y(t)
〉

+

〈
Hy(t),

m∑

j=1

t∫

t−τj

Dj(t− s)y(s) ds
〉

−
m∑

j=1

〈Kj(τj)y(t− τj), y(t− τj)〉+
m∑

j=1

t∫

t−τj

〈
d

dt
Kj(t− s)y(s), y(s)

〉
ds.

Используя матрицы Qj(s), определенные в (1.3), получаем

d

dt
V (t, y(t)) = −

m∑

j=1

1

τj

t∫

t−τj

〈
Qj(t− s)




y(t)
y(t− τj)
y(s)


 ,




y(t)
y(t− τj)
y(s)



〉
ds.

В силу условия (1.5) приходим к неравенству

d

dt
V (t, y(t)) ≤ −

m∑

j=1

1

τj

t∫

t−τj

[pj 〈Hy(t), y(t)〉+ rjτj〈Kj(t− s)y(s), y(s)〉] ds

= −
m∑

j=1

pj 〈Hy(t), y(t)〉 −
m∑

j=1

rj

t∫

t−τj

〈Kj(t− s)y(s), y(s)〉 ds.

Тогда
d

dt
V (t, y(t)) ≤ −γV (t, y(t)),

где γ > 0 определено в (1.8). Из этого дифференциального неравенства полу-

чаем

V (t, y(t)) ≤ V (0, ϕ)e−γt.
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Поскольку матрицы H и Kj(s) удовлетворяют условиям (1.2), в силу определе-

ния функционала V (t, y) имеем

h‖y(t)‖2 ≤ 〈Hy(t), y(t)〉 ≤ V (t, y(t)),

где h > 0 — минимальное собственное значение матрицы H . Тогда

‖y(t)‖ ≤
√
V (0, ϕ)

h
e−

γt
2 .

Теорема 1.1 доказана.

§ 2. Нелинейные системы

В этом параграфе получены условия экспоненциальной устойчивости ну-

левого решения нелинейной системы (0.1), оценки на множества притяжения,

а также оценки, характеризующие скорость убывания решений системы (0.1).

Будем предполагать, что выполнены условия теоремы 1.1 и F (t, u) удовлетво-

ряет оценке

2〈Hu0, F (t, u)〉 ≤ 〈Hu0, u0〉
m∑

j=0

qj‖uj‖ωj , uj ∈ Rn, (2.1)

где qj ≥ 0, ωj ≥ 0, j = 0, . . . ,m. Исследование экспоненциальной устойчивости

проведем отдельно при ω0 = 0 и ω0 > 0.

Рассмотрим начальную задачу для нелинейной системы (0.1)

d

dt
y(t) = Ay(t) +

m∑

j=1


Bjy(t− τj) +

t∫

t−τj

Dj(t− s)y(s) ds




+F (t, y(t), y(t− τ1), . . . , y(t− τm)), t > 0,

y(t) = ϕ(t), t ∈ [−τm, 0], y(+0) = ϕ(0),

(2.2)

где ϕ(t) ∈ C([−τm, 0]) — заданная вещественнозначная вектор-функция.

Имеет место следующий результат.

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия теоремы 1.1 и ω0 = 0 в (2.1). Если

выполнено неравенство

α1 =

m∑

j=1

(
pj − qjσωj

1

)
− q0 > 0, σ1 > 0, (2.3)

то нулевое решение системы (0.1) экспоненциально устойчиво и множество ве-

щественнозначных вектор-функций

E1 =
{
ϕ(t) ∈ C([−τm, 0]) : max

t∈[−τm,0]
‖ϕ(t)‖ ≤ σ1, V (0, ϕ) ≤ σ2

1h
}

является множеством притяжения нулевого решения. При этом для решения

y(t) задачи (2.2) при ϕ(t) ∈ E1 имеет место оценка

‖y(t)‖ ≤
√
V (0, ϕ)

h
e−

γ1t

2 , t > 0, (2.4)
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где V (0, ϕ) определено в (1.7),

γ1 = min {α1, r1, . . . , rm} > 0. (2.5)

Доказательство. Пусть y(t) — решение задачи (2.2), определенное при

t ∈ [−τm, t1), где t1 > 0. Рассмотрим функционал Ляпунова — Красовского (0.2)

на y(t). Продифференцируем функционал V (t, y(t)) по t. Проводя аналогичные

рассуждения, как при доказательстве теоремы 1.1, получаем

d

dt
V (t, y(t)) = −

m∑

j=1

1

τj

t∫

t−τj

〈
Qj(t− s)




y(t)
y(t− τj)
y(s)


 ,




y(t)
y(t− τj)
y(s)



〉
ds+W (t),

где матрицы Qj(s) определены в (1.5),

W (t) = 2〈Hy(t), F (t, y(t), y(t− τ1), . . . , y(t− τm))〉.
В силу (2.1) при ω0 = 0 имеем

W (t) ≤


q0 +

m∑

j=1

qj‖y(t− τj)‖ωj


 〈Hy(t), y(t)〉 .

Тогда с учетом условий (1.5) получаем

d

dt
V (t, y(t)) ≤ −




m∑

j=1

(pj − qj‖y(t− τj)‖ωj)− q0


 〈Hy(t), y(t)〉

−
m∑

j=1

rj

t∫

t−τj

〈Kj(t− s)y(s), y(s)〉 ds, t ∈ (0, t1). (2.6)

Докажем, что если начальная вектор-функция ϕ(t) из множества E1, то

решение y(t) начальной задачи (2.2) существует на всей полупрямой {t > 0} и

для него верна оценка (2.4).

Сначала докажем, что t1 > τ1. Предположим, что t1 ∈ (0, τ1]. Поскольку

y(t) — непродолжаемое решение начальной задачи (2.2), то по теореме о поки-

дании компакта имеем

‖y(t)‖ → ∞ при t→ t1 − 0. (2.7)

Поскольку −τj < t− τj < t1 − τj ≤ τ1 − τj ≤ 0 при t ∈ (0, t1), то

y(t− τj) = ϕ(t− τj), j = 1, . . . ,m.

Если ϕ(t) ∈ E1, то

‖y(t− τj)‖ = ‖ϕ(t− τj)‖ ≤ σ1, j = 1, . . . ,m.

Тогда неравенство (2.6) при t ∈ (0, t1) принимает вид

d

dt
V (t, y(t)) ≤ −α1 〈Hy(t), y(t)〉 −

m∑

j=1

rj

t∫

t−τj

〈Kj(t− s)y(s), y(s)〉 ds, (2.8)



18 И. И. Матвеева, Е. Б. Мамбетниязов

где α1 определено в (2.3). Используя γ1, введенное в (2.5), получаем

d

dt
V (t, y(t)) ≤ −γ1V (t, y(t)).

Из этого дифференциального неравенства имеем

V (t, y(t)) ≤ V (0, ϕ)e−γ1t, t ∈ (0, t1).

Используя определение функционала (0.2), для решения y(t) задачи (2.2) полу-

чаем оценку

‖y(t)‖ ≤
√
V (0, ϕ)

h
e−

γ1t

2 , t ∈ (0, t1), (2.9)

где h > 0 — минимальное собственное значение матрицы H . Очевидно, что

функция, стоящая в правой части неравенства (2.9), является непрерывной и

ограниченной при t ∈ [0, T ] для любого T > 0. Это противоречит предположе-

нию (2.7). Следовательно, t1 > τ1 и для решения y(t) задачи (2.2) верна оценка

(2.4) при t ∈ (0, t1).

Докажем, что t1 > 2τ1. Рассуждения будем проводить от противного.

Предположим, что t1 ≤ 2τ1. Поскольку y(t) — непродолжаемое решение на-

чальной задачи (2.2), по теореме о покидании компакта имеем

‖y(t)‖ → ∞ при t→ t1 − 0. (2.10)

Обозначим через y1(s) решение начальной задачи (2.2) при s ∈ (0, τ1]. Посколь-

ку

−τj < t− τj < t1 − τj ≤ 2τ1 − τj ≤ τ1, j = 1, . . . ,m,

при t ∈ (0, t1), то возможны два случая: t1−τj ≤ 0 и t1−τj > 0. Если t1−τj ≤ 0,

то

y(t− τj) = ϕ(t− τj), j = 1, . . . ,m,

и при ϕ(t) ∈ E1 имеем

‖y(t− τj)‖ ≤ σ1, j = 1, . . . ,m.

Если t1 − τj > 0, то

y(t− τj) =

{
ϕ(t− τj) при t− τj ∈ (−τj , 0],

y1(t− τj) при t− τj ∈ (0, t1 − τj).

Из предыдущего шага известно, что для y1(t − τj) верна оценка вида (2.9).

Следовательно,

‖y1(t− τj)‖ ≤
√
V (0, ϕ)

h
e−

γ1(t−τj )

2 ≤
√
V (0, ϕ)

h
, 0 < t− τj < t1 − τj .

По определению множества E1 из этого неравенства вытекает оценка

‖y1(t− τj)‖ ≤ σ1.
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Следовательно,

‖y(t− τj)‖ ≤ σ1, t ∈ (0, t1), j = 1, . . . ,m.

Тогда из неравенства (2.6) вытекает оценка (2.8), из которой имеем

d

dt
V (t, y(t)) ≤ −γ1V (t, y(t)), t ∈ (0, t1),

где γ1 определено в (2.5). Как и ранее, это дает оценку

‖y(t)‖ ≤
√
V (0, ϕ)

h
e−

γ1t

2 , t ∈ (0, t1).

Как отмечалось выше, функция, стоящая в правой части неравенства, является

непрерывной и ограниченной при t ∈ [0, T ] для любого T > 0. Это противоречит

(2.10). Следовательно, t1 > 2τ1.

Повторяя аналогичные рассуждения, получаем, что решение y(t) задачи

(2.2) определено на полупрямой {t > 0} и для него верна оценка (2.4).

Теорема 2.1 доказана.

Замечание 2.1. Если q0 = 0, то результат об экспоненциальной устойчи-

вости нулевого решения системы (0.1) также вытекает из теоремы 2.1.

Замечание 2.2. Если вектор-функция F (t, u0, . . . , um) такова, что

〈Hu0, F (t, u0, . . . , um)〉 ≤ 0,

то в (2.1) можно взять qj = 0, j = 0, . . . ,m. Следовательно, в (2.3) σ1 мож-

но выбрать любым. Тогда утверждение теоремы 2.1 переходит в утверждение

теоремы 1.1, при этом на начальную функцию ϕ(t) ∈ C([−τm, 0]) не возникает

дополнительных ограничений.

Рассмотрим случай, когда ω0 > 0, q0 > 0 в условии (2.1).

Теорема 2.2. Пусть выполнены условия теоремы 1.1 и ω0 > 0 в (2.1). Если

выполнено неравенство

α2 =

m∑

j=1

(
pj − qjσωj

2

)
> 0, σ2 > 0, (2.11)

то нулевое решение системы (0.1) экспоненциально устойчиво и множество ве-

щественнозначных вектор-функций

E2 =

{
ϕ(t) ∈ C([−τm, 0]) : max

t∈[−τm,0]
‖ϕ(t)‖ ≤ σ2, V (0, ϕ) ≤ h

(
q0
γ2

+
1

σω0
2

)− 2
ω0
}

является множеством притяжения нулевого решения. При этом для решения

y(t) задачи (2.2) при ϕ(t) ∈ E2 имеет место оценка

‖y(t)‖ ≤
√
V (0, ϕ)

h

(
1− q0

γ2h
ω0
2

V (0, ϕ)
ω0
2

)− 1
ω0

e−
γ2t

2 , (2.12)
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где V (0, ϕ) определено в (1.7),

γ2 = min {α2, r1, . . . , rm} > 0. (2.13)

Доказательство. Пусть y(t) — решение задачи (2.2), определенное при

t ∈ [−τm, t2), где t2 > 0. Рассмотрим функционал Ляпунова — Красовского

(0.2) на y(t). Дифференцируя функционал V (t, y(t)) по t и проводя такие же

рассуждения, как при доказательстве теоремы 2.1, приходим к неравенству

d

dt
V (t, y(t)) ≤ −

m∑

j=1

pj 〈Hy(t), y(t)〉 −
m∑

j=1

rj

t∫

t−τj

〈Kj(t− s)y(s), y(s)〉 ds+W (t),

где

W (t) = 2〈Hy(t), F (t, y(t), y(t− τ1), . . . , y(t− τm))〉.
В силу (2.1) имеем оценку

W (t) ≤


q0‖y(t)‖ω0 +

m∑

j=1

qj‖y(t− τj)‖ωj


 〈Hy(t), y(t)〉.

Очевидно,

‖y(t)‖ ≤ h− 1
2 〈Hy(t), y(t)〉

1
2 ≤ h− 1

2 V (t, y(t))
1
2 ,

где h > 0 — минимальное собственное значение матрицы H . Тогда при ω0 > 0

получаем

d

dt
V (t, y(t)) ≤ −

m∑

j=1

[pj − qj‖y(t− τj)‖ωj ] 〈Hy(t), y(t)〉+ q0h
−ω0

2 V (t, y(t))1+
ω0
2

−
m∑

j=1

rj

t∫

t−τj

〈Kj(t− s)y(s), y(s)〉 ds, t ∈ (0, t2). (2.14)

Докажем, что если начальная вектор-функция ϕ(t) из множества E2, то

решение y(t) начальной задачи (2.2) существует на всей полупрямой {t > 0} и

для него верна оценка (2.12).

Сначала докажем, что t2 > τ1. Предположим, что t2 ≤ τ1. Поскольку

y(t) — непродолжаемое решение начальной задачи (2.2), по теореме о покидании

компакта имеем

‖y(t)‖ → ∞ при t→ t2 − 0. (2.15)

Поскольку −τj < t− τj < t2 − τj ≤ τ1 − τj ≤ 0, j = 1, . . . ,m, при t ∈ (0, t2), то

y(t− τj) = ϕ(t− τj).

Если ϕ(t) ∈ E2, то

‖y(t− τj)‖ = ‖ϕ(t− τj)‖ ≤ σ2, j = 1, . . . ,m.
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Тогда из неравенства (2.14) при t ∈ (0, t2) получаем

d

dt
V (t, y(t)) ≤ −α2〈Hy(t), y(t)〉 −

m∑

j=1

rj

t∫

t−τj

〈Kj(t− s)y(s), y(s)〉 ds

+
q0

h
ω0
2

V (t, y(t))1+
ω0
2 ,

где α2 > 0 определено в (2.11). Обозначим β = q0h
−ω0

2 . Тогда

d

dt
V (t, y(t)) ≤ −γ2V (t, y(t)) + βV (t, y(t))1+

ω0
2 ,

где γ2 > 0 определено в (2.13). По определению V (t, y) > 0 при y 6= 0. Тогда из

этого дифференциального неравенства получаем

V (t, y(t))−
ω0
2 ≥

(
V (0, ϕ)−

ω0
2 − β

γ2

)
e

ω0γ2
2 t +

β

γ2
.

Поскольку ϕ(t) ∈ E2, то
1

V (0, ϕ)
ω0
2

− β

γ2
> 0.

Следовательно,

V (t, y(t)) ≤
(

1

V (0, ϕ)
ω0
2

− β

γ2

)− 2
ω0

e−γ2t.

В силу определения функционала V (t, y) отсюда вытекает оценка на решение

y(t) начальной задачи (2.2)

‖y(t)‖ ≤
√
V (0, ϕ)

h

(
1− β

γ2
V (0, ϕ)

ω0
2

)− 1
ω0

e−
γ2t

2 , t ∈ (0, t2). (2.16)

Очевидно, что функция, стоящая в правой части неравенства (2.16), является

непрерывной и ограниченной при t ∈ [0, T ] для любого T > 0. Это противоречит

предположению (2.15). Следовательно t2 > τ1.

Теперь докажем, что t2 > 2τ1. Рассуждения также проведем от противно-

го. Предположим, что t2 ≤ 2τ1. Поскольку y(t) — непродолжаемое решение

начальной задачи (2.2), по теореме о покидании компакта имеем

‖y(t)‖ → ∞ при t→ t2 − 0. (2.17)

Обозначим через y1(s) решение задачи (2.2) при s ∈ (0, τ1]. Поскольку

−τj < t− τj < t2 − τj ≤ 2τ1 − τj ≤ τ1, j = 1, . . . ,m,

при t ∈ (0, t2), возможны два случая: t2 − τj ≤ 0 и t2 − τj > 0. Если t2 − τj ≤ 0,

то

y(t− τj) = ϕ(t− τj), j = 1, . . . ,m,

и при ϕ ∈ E2 имеем

‖y(t− τj)‖ ≤ σ2, j = 1, . . . ,m.
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Если t2 − τj > 0, то

y(t− τj) =

{
ϕ(t− τj) при t− τj ∈ (−τj , 0],

y1(t− τj) при t− τj ∈ (0, t2 − τj).
Из предыдущего шага известно, что для y1(t − τj) верна оценка (2.16). Следо-

вательно,

‖y1(t− τj)‖ ≤
√
V (0, ϕ)

h

(
1− β

γ2
V (0, ϕ)

ω0
2

)− 1
ω0

e−
γ2(t−τj )

2

≤
√
V (0, ϕ)

h

(
1− β

γ2
V (0, ϕ)

ω0
2

)− 1
ω0

, 0 < t− τj < t2 − τj .

По определению множества E2 из этого неравенства вытекает оценка

‖y1(t− τj)‖ ≤ σ2, j = 1, . . . ,m.

Следовательно,

‖y(t− τj)‖ ≤ σ2, t ∈ (0, t2), j = 1, . . . ,m.

Тогда из неравенства (2.14) вновь получаем оценку

d

dt
V (t, y(t)) ≤ −γ2V (t, y(t)) + βV (t, y(t))1+

ω0
2 , t ∈ (0, t2),

где γ2 определено в (2.13). Как и ранее, это дает оценку

‖y(t)‖ ≤
√
V (0, ϕ)

h

(
1− β

γ2
V (0, ϕ)

ω0
2

)− 1
ω0

e−
γ2t

2 , t ∈ (0, t2).

Поскольку функция, стоящая в правой части неравенства, является непрерыв-

ной и ограниченной при t ∈ [0, T ] для любого T > 0, вновь приходим к проти-

воречию с (2.17). Следовательно, t2 > 2τ1.

Повторяя аналогичные рассуждения, получаем, что непродолжаемое реше-

ние y(t) задачи (2.2) определено на полупрямой {t > 0} и для него верна оценка

(2.12).

Теорема 2.2 доказана.
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Abstract: A class of systems of nonlinear integro-differential equations is considered
and the exponential stability of the zero solution is studied. With the use of a special
Lyapunov–Krasovskii functional, we establish stability conditions, estimates for attrac-
tion sets, and estimates characterizing decay rates of solutions at infinity.
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