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ВТОРАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА

С ИНТЕГРАЛЬНЫМ ГРАНИЧНЫМ

УСЛОВИЕМ ПО ВРЕМЕНИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ

СМЕШАННОГО ТИПА ВТОРОГО ПОРЯДКА

И. Е. Егоров, С. В. Сафонов

Аннотация. Рассматривается нелокальная вторая краевая задача для уравне-
ния смешанного типа в цилиндрической области, которая сводится к разрешимости
локальной краевой задачи для интегродифференциального уравнения смешанного
типа в весовом пространстве Соболева. Разрешимость последней краевой задачи

устанавливается с помощью метода последовательных приближений. При некото-
рых условиях на коэффициенты уравнения доказана теорема об однозначной регу-
лярной разрешимости нелокальной второй краевой задачи в весовом пространстве
Соболева, когда коэффициент при второй производной по времени может менять
знак на верхнем основании цилиндрической области и отрицательный на нижнем
основании.

Ключевые слова: уравнение смешанного типа, нелокальная вторая краевая за-
дача, разрешимость, неравенство, оценка.

1. Ведение

В работах [1–4] разрешимость краевых задач для уравнений смешанного

типа второго порядка изучалась с помощью сингулярных интегральных урав-

нений. В работах [5–8] для исследования разрешимости краевых задач для

уравнений смешанного типа привлечены функциональные методы и метод ре-

гуляризации, но результаты регулярной разрешимости краевых задач получены

при знакоопределенности коэффициентов уравнения при старшей производной

по времени вблизи основания цилиндрической области. В работе [9] доказано

существование регулярного решения краевой задачи Врагова [8] в подходящем

весовом пространстве, когда на знаки коэффициентов при старшей производной

по времени не накладывается никаких ограничений.

В данной работе рассматривается нелокальная вторая краевая задача для

уравнения смешанного типа, когда коэффициент при второй производной по

времени меняет знак на верхнем основании и отрицательный на нижнем осно-

вании цилиндрической области. Для исследования нелокальной второй краевой
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задачи используется метод работы [10] и результаты [11]. При определенных

условиях на коэффициенты уравнения смешанного типа доказано существо-

вание единственного решения нелокальной второй краевой задачи в весовом

пространстве Соболева.

2. Постановка нелокальной второй краевой

задачи и предварительные сведения

Пусть � — ограниченная область в Rn с гладкой границей S. Положим

Q = �× (0, T ), � = S × (0, T ), 0 < T <∞.
В цилиндрической области Q рассмотрим уравнение смешанного типа

Lu ≡ k(x, t)utt −�u+ a(x, t)ut + c(x)u = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (1)

с достаточно гладкими коэффициентами в Q. Введем множества

�±T = {(x, t) : k(x, t) ≷ 0, x ∈ �}.
Будем считать, что k(x, 0) < 0, x ∈ Q и N(t) — заданная непрерывная функция

на [0, T ].

Вторая краевая задача. Найти решение уравнения (1) в области Q та-

кое, что

u|� = 0, ut|t=0 =

T∫

0

N(τ)u(x, τ) dτ, ut|�−
T

= 0. (2)

Введем обозначения kT (x) = k(x, T ), и пусть выполнено неравенство

|∇kT (x)|2 ≤ R0|kT (x)|, x ∈ �, R0 > 0.

Определим вес R(x, t) следующим образом [11]:

R(x, t) = |kT (x)|+ T − t.
Введем весовое пространство Соболева

WL =
{
u(x, t) ∈W 1

2 (Q) : �u ∈ L2(Q); utxi
∈ L2(Q), i = 1, n; R1/2utt ∈ L2(Q)

}

с нормой

‖u‖2L = ‖u‖21 +

∫

Q

[
Ru2

tt + (�u)2 +

n∑

i=1

u2
txi

]
dQ.

Справедлива [11]

Теорема 1. Пусть коэффициент c(x) > 0 достаточно большой, выполнены

условия

k(x, 0) < 0, a− 1

2
|kt| ≥ δ > 0, f, ft ∈ L2(Q),

и δ достаточно велико. Тогда вторая краевая задача при N(t) ≡ 0 имеет един-

ственное решение v0(x, t) из WL , справедлива оценка

‖v0‖L ≤ C1[‖f‖+ ‖ft‖], C1 > 0,

и выполнены условия

v0|� = 0, v0t|t=0 = 0,
√
|kT (x)|v0t|�−

T
= 0.
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4. Вспомогательная краевая задача

для нелокальной второй краевой задачи

Пусть u(x, t) — регулярное решение нелокальной краевой задачи (1), (2).

Положим

v(x, t) = u(x, t) +
(T − t)2

2T

T∫

0

N(τ)u(x, τ) dτ,

N0 =
1

2T

T∫

0

(T − t)2N(t) dt, N1 = (1 +N0)
−1,

при этом имеет место равенство

T∫

0

N(τ)u(x, τ) dτ = N1

T∫

0

N(τ)v(x, τ) dτ.

Тогда функция v(x, t) должна быть решением следующей краевой задачи.

Вспомогательная краевая задача. Найти в области Q решение уравне-

ния

L v = �(x, t, v) + f(t, x), (3)

удовлетворяющее краевым условиям

v|� = 0, vt|t=0 = 0, vt|�−
T

= 0, (4)

где

�(x, t, v) = −N1

2T
(T−t)2

T∫

0

N(τ)�v dτ+
N1

T

[
k − a(T − t) +

c(x)

2
(T − t)2

] T∫

0

Nv dτ.

Лемма 1. Для любой функции v(x, t) из WL справедлива оценка

‖�(x, t, v)‖+ ‖�t(x, t, v)‖ ≤ C2|N1|‖N‖L2(0,T )‖v‖L , C2 > 0. (5)

Доказательство леммы 1 нетрудно получить из определения функции

�(x, t, v) и нормы пространства WL , проводя оценку левой части (5) в норме

L2(Q).

Лемма 2. Для любой функции v(x, t) из WL такой, что v|� = 0, имеет

место оценка
∣∣∣∣
∫

Q

�(x, t, v)(tvt + v) dQ

∣∣∣∣ ≤ C3|N1|‖N‖L2(0,T )‖v‖21, C3 > 0. (6)

Доказательство. Пусть v(x, t) ∈ WL и v|� = 0, функцию �(x, t, v) пред-

ставим в виде

�(x, t, v) = −ϕ(t)

T∫

0

N(τ)�v(x, τ) dτ + ψ(x, t)

T∫

0

Nv dτ,
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где

ϕ(t) =
N1

2T
(T − t)2, ψ(x, t) =

N1

T

[
k(x, t)− a(T − t) +

c(x)

2
(T − t)2

]
.

С помощью интегрирования по частям получим равенство

∫

Q

�(x, t, v)(tvt + v) dQ =

∫

Q

[ϕ(t)− (ϕt)t]
n∑

i=1

T∫

0

Nvxi
dτvxi

dQ

+

∫

Q

tψ

T∫

0

Nv dτvt dQ+

∫

Q

ψ

T∫

0

Nv dτv dQ. (7)

В силу неравенства Коши — Буняковского будем иметь оценки
∣∣∣∣∣∣

∫

Q

tψ

T∫

0

Nv dτvt dQ

∣∣∣∣∣∣
≤ max

Q
|tψ|‖N‖L2(0,T )‖v‖‖vt‖,

∣∣∣∣∣∣

∫

Q

ψ

T∫

0

Nv dτv dQ

∣∣∣∣∣∣
≤
√
T max

Q
|ψ|‖N‖L2(0,T )‖v‖2,

∣∣∣∣∣∣

∫

Q

[ϕ(t)− (ϕt)t]
n∑

i=1

T∫

0

Nvxi
dτvxi

dQ

∣∣∣∣∣∣

≤
√
T max

t
|ϕ(t) − (ϕt)t|‖N‖L2(0,T )

∫

Q

n∑

i=1

v2
xi
dQ.

В силу этих оценок из равенства (7) следует оценка (6). Лемма 2 доказана

Пусть v0(x, t) — решение краевой задачи (3), (4) при N(t) ≡ 0. Тогда

для функции v0(x, t) при выполнении условий теоремы 1 будут справедливы

утверждения данной теоремы.

Разрешимость вспомогательной краевой задачи (3), (4) устанавливается с

помощью метода последовательных приближений:

L vm = �(x, t, vm−1) = f, (8)

vm|� = 0, vmt|t=0 = 0, vmt|�−
T

= 0, m = 1, 2, . . . . (9)

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, |N1|‖N‖L2(0,T ) — доста-

точно малое число и

q = C1C2|N1|‖N‖L2(0,T ) < 1.

Тогда существует единственное решение v(x, t) ∈ WL уравнения (3), для

которого имеет место оценка

‖v‖L ≤ C4[‖f‖+ ‖ft‖], C4 =
C1

1− q ,



Вторая краевая задача 7

и выполнены условия

v|� = 0, vt|t=0 = 0,
√
|kT (x)|vt|�−

T
= 0. (10)

Доказательство. В силу теоремы 1 и леммы 1 краевая задача (8), (9)

имеет единственное решение vm(x, t) из WL такое, что

‖vm‖L ≤ C1
1− qm
1− q (‖f‖+ ‖ft‖)

и имеют место условия

vm|� = 0, vmt|t=0 = 0, vmt|�−
T

= 0, m = 1, 2, . . . .

В силу линейности функции �(x, t, v) по v из уравнения (6) получим равенство

L (vm − vm−1) = �(x, t, vm−1 − vm−2).

Из этого равенства в силу леммы 1 нетрудно получить оценку

‖vm − vm−1‖L ≤ qm−1‖v1 − v0‖L .
Далее, из последней оценки для целого p ≥ 1 получаем

‖vm+p − vm‖L ≤
qm

1− q ‖v1 − v0‖L ≤ C1
qm+1

1− q (‖f‖+ ‖ft‖) , (11)

так как имеет место неравенство

‖v1 − v0‖L ≤ C1q(‖f‖+ ‖ft‖).
Из оценки (11) следует, что последовательность функций {vm(x, t)} фун-

даментальна в гильбертовом пространстве WL . Тогда существует функция

v(x, t) ∈ WL такая, что vm → v в пространстве WL , v(x, t) является решением

уравнения (3) и выполнены условия (10).

Пусть функция v(x, t) ∈ WL является решением однородного уравнения

(3) и удовлетворяет краевым условиям (10). Тогда имеет место равенство

(L v, tvt + v) =

∫

Q

�(x, t, v)(tvt + v) dQ. (12)

При этом справедливо соотношение [11]

(L v, tvt + v) =

∫

Q

{[(
a− 1

2
kt

)
t− 3

2
k

]
v2
t +

T

2

n∑

i=1

v2
xi

+
T

2
cv2 + k+

t vtv

}
dQ+ I,

где

I =

∫

�T

[
T

2
k+
T v

2
t +

T

2

n∑

i=1

v2
xi

+
T

2
cv2 + k+

T vtv

]
dx.

В силу условий теоремы 2 и леммы 2 из равенства (12) получаем ‖v‖21 = 0, т. е.

v(x, t) = 0. Следовательно, решение уравнения (3), удовлетворяющее краевым

условиям (10), является единственным в WL . Теорема 2 доказана.

Отметим, что из оценки (11) следует оценка сходимости приближенного

решения краевой задачи (1), (2) {vm(x, t)} к решению данной краевой задачи

v(x, t) из WL :

‖v − vm‖L ≤ C1
qm+1

1− q (‖f‖+ ‖ft‖).
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4. Разрешимость нелокальной краевой задачи

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда существует един-

ственное регулярное решение u(x, t) ∈ WL уравнения (1), для которого спра-

ведлива оценка

‖u‖L ≤ c5(‖f‖+ ‖ft‖), c5 > 0,

и выполнены условия

u|� = 0, ut|t=0 =

T∫

0

Nudτ,
√
|kT (x)|ut|�−

T
= 0. (13)

Доказательство. Пусть v(x, t) ∈ WL — функция из теоремы 2. Поло-

жим

u(x, t) = v(x, t)− N1

2T
(T − t)2

T∫

0

N(τ)v(x, τ) dτ.

Тогда функция u(t, x) ∈WL и удовлетворяет уравнению (1):

L u = �(x, t, v) + f − N1

2T
L


(T − t)2

T∫

0

N(τ)v(x, τ) dτ


 = f(x, t).

Нетрудно показать, что функция u(x, t) удовлетворяет краевым условиям

(13). А единственность функции u(x, t) из WL следует из теоремы 2. Теорема 3

доказана.
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THE SECOND BOUNDARY VALUE

PROBLEM WITH INTEGRAL BOUNDARY

CONDITIONS IN TIME FOR A MIXED TYPE

EQUATION OF THE SECOND ORDER

I. E. Egorov and S. V. Safonov

Abstract: We consider a non-local second boundary value problem for a mixed-type
equation in a cylindrical domain which reduces to the solvability of a local boundary
value problem for a mixed-type integro-differential equation in a weighted Sobolev space.
The solvability of the latter is established with the use of the successive approximations
method. Under certain conditions, the coefficients of the equation are used to prove
a theorem on unambiguous regular solvability of a non-local second boundary value
problem in a weighted Sobolev space. The coefficient for the second derivative can
change sign at the upper base of a cylindrical domain, with a negative value for the
lower base.

Keywords: mixed type equation, non-local, second boundary value problem, solvability,
inequality, estimation.
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